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Zaleznosci rekurencyjne

Wiele zaleznosci kombinatorycznych mozna wyrazi¢ prosto w postaci rownan rekurencyjnych.
Typowym przypadkiem jest, gdy rozwigzanie danego problemu mozemy sprowadzi¢ do rozwiazan
,mniejszych” problemoéw tego samego typu.

4.1. Proste zaleznosci rekurencyjne

Przykltad 4.1. Wyznaczyé przy pomocy zalezno$ci rekurencyjnej liczbe wszystkich permutacyi
zbioru {1,2,...,n}.

Przyklad 4.2. Na ile spojnych obszarow dzieli ptaszczyzne n prostych, z ktorych zZadne dwie nie
sq réownolegte i Zadne trzy nie przecinajq sie w jednym punkcie?

4.2. Jednorodne zaleznosci rekurencyjne

Zajmiemy sie teraz rozwiagzywaniem tak zwanych jednorodnych (liniowych) réwnan rekurencyj-
nych. Sg one postaci
Ap = C1ap_1 + C20p_2+ ...+ Crapn_y, (4.1)

gdzie ¢;, i =1,2,...,r, sa zadanymi stalymi (niezaleznymi od n) i ¢, # 0. Powyzsza zaleznos$é ma
»glebokos¢” r wiec, jak za chwile pokazemy, aby ja rozwiaza¢ musimy mie¢ zadanych r warunkow
poczatkowych. Zauwazmy, ze to rébwnanie ma zawsze rozwiazanie trywialne a, = 0, dla kazdego
n € N. Ciag a,, spelniajacy (4.1), taki ze a # 0 dla pewnego k € N, nazywamy rozwiazaniem
nietrywialnym.

Przyklad 4.3. Udowodnié, ze jezeli ciggi a, i a) spelniajg réwnanie rekurencyjne (4.1), a c jest

dowolng stata, to ciagi a,, + al, oraz cal, spetniajq takze to réwnanie.

Bezposrednia konsekwencja powyzszego przyktadu jest fakt, iz kombinacja liniowa dwoch (skori-
czonej liczby) rozwiazan jednorodnego liniowego réwnania rekurencyjnego jest rowniez rozwia-
zaniem tego réwnania.

Z kazdym jednorodnym réwnaniem rekurencyjnym (4.1) zwigzane jest rownanie algebraiczne

" — Clxrfl o szr72

—...—¢ =0, (4.2)
zwane jego réwnaniem charakterystycznym. Roéwnanie (4.2) mozemy otrzymac z (4.1) poprzez
zamiane a;, na =¥, a nastepnie podzielenie przez najmniejsza potege x. Jak zobaczymy w dalszej
czesel, rozwiazanie ogdlne zaleznosci (4.1) zalezy od pierwiastkow réwnania charakterystycz-
nego (4.2) w zbiorze liczb zespolonych C.

Przyktad 4.4. Udowodnié, ze cigg a, = o™ jest nietrywialnym rozwigzaniem réwnania rekuren-
cyjnego (4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy o jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego (4.2).
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Przyktad 4.5. Udowodnic, ze jezeli o jest k-krotnym pierwiastkiem rownania charakterystycz-

nego (4.2), to cigg an, = n'a™ jest nietrywialnym rozwigzaniem réwnania rekurencyjnego (4.1),
dlai=01,. . k—1.

W szczegblnym przypadku, gdy zaleznosé rekurencyjna (4.1) ma ,,gtebokosé” dwa, to rownanie
charakterystyczne jest rownaniem kwadratowym, zatem mozemy sformutowaé¢ nastepujacy fakt.

Lemat 4.1. Jezeli « i 8 sq réznymi (nie koniecznie rzeczywistymi) pierwiastkami réwnania
charakterystycznego
2> = Az + B,

to rownanie rekurencyjne
an = Aan_1+ Ba, o

ma rozwigzanie ogolne postaci
a, = C1a™ + Cy8". (4.3)

W przypadku, gdy o = (B, to rozwigzanie ogdlne ma postac
an = (C1 + Cyn)a™ . (4.4)

State C1 oraz Co wystepujgce powyzej zalezq od warunkow poczgtkowych natozonych na rownanie
rekurencyjne.

Zauwazmy, ze w powyzszym przypadku potrzebne sg nam dwa warunki poczatkowe, ktore
dadzg uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi Cy i Ch.

Przyklad 4.6. Bedziemy mowili, zZe rozwigzujacy pewien problem student jest na n-tym etapie
jezeli do rozwigzania problemu pozostato mu n (n > 1) krokéw. Na kazdym etapie ma on pieé
mozliwosci. Dwie z nich prowadzq go z n-tego etapu do (n—1)-go etapu, a pozostate trzy prowadzq
go bezposrednio do (n —2)-go etapu. Niech a, oznacza liczbe sposobow rozwigzania problemu
zaczynajac od n-tego etapu. Przyjmujgce, ze ap =5 oraz as = 13 wyznaczyé wzor na ay,.

Przyklad 4.7. Rozwigzaé rownanie rekurencyjne
ap = —6an—1 —Yan_2,
z warunkami poczgtkowymi ag = 1, a3 = —9.

Przyklad 4.8. lle jest réznych sposobow wejscia po schodach zbudowanych z n stopni, jesli w
kazdym kroku mozna pokonaé jeden lub dwa stopmie?

ap =Ap_1+an_9, =2, a=11 a3 =1. (4.5)

Zaleznoscé rekurencyjna (4.5) nazywa sie rdwnaniem Fibonacciego a ciagliczb 1,1,2,3,5,8,13,21,...
nosi nazwe ciggu Fibonacciego .

Przyklad 4.10. Wyznaczyé liczby Lucasa L, okreslone wzorem
Ln = Iny1 + Fn—la
gdzie Fy, oznacza liczbe Fibonacciego z dodatkowym zatozeniem Fy = 0.

Przyktad 4.11. Niech b, oznacza liczbe n-elementowych ciggow o elementach ze zbioru {0, 1,2}
takich, ze Zadne dwie po sobie nastepujgce jedynki ani Zadne dwie po sobie nastepujgce dwadjki
nie s¢ dozwolone. Wyznaczyé wzor na by,.

Lemat 4.1 jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 4.2. Jezeli ay, g, ..., q, sq¢ réznymi (nie koniecznie rzeczywistymi) pierwiastkams
rownania charakterystycznego

1 2

T —cx T = T — ... —¢c. =0,

to rownanie rekurencyjne
ap = C10p—1 + C20n—2 + ... + CrGp—r,

ma rozwigzanie postact
an, = Cral + Cras + ...+ Cra .

T

Ogdlnie, jezeli

" "V —er™ - = (= a)™ (=)™ L (= o)™
gdziem; > 1,1=1,2,...,k orazmi+ma+...+mi =71 (tzn. ; jest m;-krotnym pierwiastkiem
rownania charakterystycznego), to
a, = (C’1 + Con +...+ lenml_l)o/f

+ (D1 +Don+ ...+ sznmrl)ag

+(Z1+ Zon+ ...+ Zyn™ ).

State wystepujgce powyzej zalezq od warunkow poczgtkowych natoZonych na réwnanie rekuren-
cyjne.

Przyklad 4.12. Przypusémy, ze pewien prymitywny organizm osigga dojrzato$é po dwdch go-
dzinach 1 ma wtedy pierwszych czterech potomkow a nastepnie juz co godzine ma szeSciu kolej-
nych potomkow. Zaktadajgc, ze wszystkie urodzone organizmy zachowujg sie tak samo oraz, ze
rozpoczynaliSmy z jednym nowourodzonym organizmem, znaleé zaleznosé rekurencyjng dla a, —
liczby organizmdw po n godzinach.

Przyktad 4.13. Rozwiqz rownanie rekurencyjne
p = 2051 + 15ay_o 4+ 4a,_3 — 20ay_4,
z warunkami poczgtkowymsi

(10:6, ai :3, a2:71, a3:203.

4.3. Niejednorodne liniowe zaleznosci rekurencyjne

Niejednorodnym liniowym réwnaniem rekurencyjnym nazywamy réwnanie postaci
Qp = C1Gp—1 + C20p—2 + +++ + CrAp—y + f(n) (46)

Funkcje f(n) wystepujaca w tym rownaniu nazywamy wyrazem wolnym. Rozwiazanie ogolne tej
zalezno$ci jest postaci
ap = a%l) + aff),
(1)

gdzie ay,’ jest rozwiazaniem ogblnym réwnania jednorodnego

a(l) — Cla(l) + cza(l) _|_ - + cra(l) (47)

n n—1 n—2 n—r’

ktore wyznaczamy zgodnie z zasadami poznanymi w poprzednim paragrafie.
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(2)

Natomiast ay,’ jest dowolnym szczegdlnym rozwigzaniem réownania niejednorodnego (4.6).
Niestety, nie ma ogdlnej metody znajdowania tego rozwiazania szczegbdlnego. W dalszej czesci
tego paragrafu, bedziemy wykorzystywaé¢ metode przewidywania rozwigzania. Polega ona na tym,
ze w zaleznosci od postaci wyrazu wolnego, mozemy odgadnaé postaé rozwiazania. Najwazniejsze
przypadki, to

1° Jezeli wyraz wolny f(n) jest wielomianem (zmiennej n) stopnia d oraz rozwiazanie ogdlne
rownania jednorodnego a7(l) nie jest wielomianem, to istnieje rozwiazanie szczegodlne, ktore
jest réwniez wielomianem stopnia d, czyli zaktadamy, ze

a? = Cn? + Cy_n™ - + Cp.

(1)

2° Jezeli f(n) jest wielomianem (zmiennej n) stopnia d oraz ay,’ jest wielomianem stopnia k,
to przewidujemy rozwigzanie szczegblne postaci

a? = nkH(Cdnd +Cpn®™ 4. 4 Co).

n

3° Jezeli f(n) jest funkcja wykladnicza postaci f(n) = CB™ i [ nie jest pierwiastkiem row-
nania charakterystycznego, to przewidywane rozwigzanie szczegédlne jest réowniez funkcja
wyktadnicza postaci agf) = Ap".

4° Jezeli f(n) jest funkcja wykladnicza postaci f(n) = C5™ i 5 jest pierwiastkiem réwnania

charakterystycznego o krotnosci k, to przewidywane rozwiazanie szczegdlne jest réwniez

funkcjg wyktadnicza postaci ag) = Ankpn.

5° Jezeli natomiast wyraz wolny f(n) jest suma pewnych funkcji (zmiennej n), to przewi-
dywane rozwigzanie szczegblne jest suma przewidywanych rozwiagzan dla poszczegdlnych
sktadnikow.

Zwr6¢émy uwage, ze stala mozemy interpretowaé jako wielomian stopnia zero lub jako funkcje
wyktadnicza o podstawie 1.

Przyklad 4.16. Rozwigzacé réownanie rekurencyjne
an = 7an—1 — 10a,—2 + 3"
z warunkami poczgtkowymi ag =0 1 a; = 1.
Przyklad 4.17. ZnaleZé rozwigzanie ogdlne rownania rekurencyjnego
an = 3an_1 — 2a5,—9 + 2".
Przyklad 4.18. ZnaleZé rozwigzanie ogdlne rownania rekurencyjnego
an = 2ap-1 + n2.

Przyktad 4.19. Korzystajoc z faktu, zZe liczba podziatow zbioru {1,2,...,n} na dwa niepuste
zbiory réwna jest 2"~ — 1 (patrz Prazyktad ??) pokazaé, ze a, okreslajgce liczbe podziatéw zbioru

{1,2,...,n} na trzy niepuste zbiory, spetnia dla n > 1 zaleznosé
1 1 1
=-3"—-=2"4 _.
;=5 T3t T

Na zakoniczenie tego paragrafu zwr6émy uwage, ze rOwnania tu prezentowane mozna row-
niez rozwiaza¢ innymi metodami, np. wykorzystujac aparat funkcji tworzacych (patrz nastepny
rozdzial).
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4.4. Zlozone zaleznosSci rekurencyjne

W paragrafie tym przedstawimy przyktady nieliniowych rownari rekurencyjnych oraz sposoby ich
rozwigzywania. Zwré¢émy uwage, ze nie ma ogbdlnego sposobu rozwiazywania wszystkich zalezno-
$ci rekurencyjnych.

Przyktad 4.20. Niech D,, bedzie liczbg permutacji rzedu n bez punktow statych (nieporzqdkow).
Znalezé rownanie rekurencyjne dla ciggu D,,.

Przyktad 4.21. Niech B, oznacza liczbg wszystkich podziatow zbioru mocy n na roztgczne 1
niepuste podzbiory, ktorych kolejnosé nie jest wazna. Liczby B, sq znane w kombinatoryce jako
liczby Bella. Wyznaczyé réwnanie rekurencyjne na Bp41.

Jednym, ze sposob6éw rozwiazywania ztozonych zaleznosci rekurencyjnych jest metoda pod-
stawiania nowych zmiennych i sprowadzania réwnania do znanej postaci.

Przyklad 4.22. Rozwigzaé zaleznosé rekurencyng

2

a2 =2a>_ | +1

z warunkiem poczgtkowym ag = 2 i zatozeniem, ze a, = 0 dla kazdego n naturalnego.

Przyklad 4.23. Rozwigzac zalezno$é rekurencyjng
ai —2a,-1=0
z warunkiem poczgtkowym ag = 4 1 zalozZeniem, ze a, > 0 dla kazdego n naturalnego.

Przyktad 4.24. Rozwigzac zalezno$c rekurencyjng

an = anl—l—\/ang—i—\/ang—l—\/...\/aio (48)

z warunkiem poczgtkowym ag = 4.

Przyklad 4.25. Niech {Z} oznacza liczbe podziatow zbioru n-elementowego na k niepustych
i roztgcznych podzbioréw. Liczby te sq znane jako liczby Stirlinga drugiego rodzaju @ sq okreslone
dla n,k > 0. Znalezé zaleinosé rekurencyjng i warunki poczgtkowe dla liczb Stirlinga drugiego
rodzaju.

Oczywiscie, bezposrednio z definicji zachodzi

Z{Z} — B,, (4.9)

gdzie B,, jest liczba Bella.
Istnieja réwniez liczby Stirlinga pierwszego rodzaju. Oznaczamy je [Z] i spetniaja one rownanie

rekurencyjne
n n—1 n—1
= -1 .
)=l e ]

Przyktad 4.26. Wyznaczyé liczbe suriekcji zdefiniowanych na zbiorze [n] i o wartosciach w
zbiorze [k].

Przyktad 4.27. Udowodnic, ze
n - n
2 :Z{k}(x)k. (4.10)
k=

0
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Zaleznosci rekurencyjne znajduja miedzy innymi zastosowanie przy rozwiazywaniu z wyko-
rzystaniem komputeréow zadarn numerycznych, ktore polegaja na obliczaniu wielkosci zdefiniowa-
nych za pomocy zalezno$ci matematycznych. Jako pierwszy przyktad opiszemy pewien sposob
obliczania wartosci wielomianu dla danego argumentu.

Przyktad 4.28. Obliczyé wartosé wielomianu

Ly 4ap1z+an (4.11)

wp(z) = apx™ + arx™”
dla ustalonej wartosci argumentu x = z.

Przyktad 4.29. Zadanie polega na wyznaczeniu przyblizenia pierwiastka réwnania f(x) = 0,
gdzie f(z) jest zadang funkcjq.

4.5. Zadania

Zadanie 4.1. Znalez¢ i udowodni¢ wzér na wyraz ogdlny ciggu, dla ktérego zachodzi nastepujace
réwnanie rekurencyjne
an = nan_1

przy zalozeniu, ze a; = 1.

Zadanie 4.2. Kazdego roku pewna populacja krolikow podwaja sie. Jezeli poczatkowo byto
szesé krolikow, to ile ich bedzie po n latach?

Zadanie 4.3. Niech b, oznacza liczbe takich n-elementowych ciagéw binarnych, ze zadne dwa
po sobie nastepujace 0 nie s dozwolone. Znalezé zaleznosé rekurencyjna dla b,,.

Zadanie 4.4. Niech h(k,n) bedzie liczba rozsadzen w okreslonym porzadku k pacjentow w
poczekalni, w ktorej jest n krzesel, tak aby zaden pacjent nie siedziat bezposrednio obok drugiego.
Znalez¢ zalezno$é rekurencyjna dla h(k, n).

Zadanie 4.5. Niech p, bedzie liczba podzialow zbioru {1,2,...,n} na dwa niepuste zbiory?
Zmalezé zalezno§é rekurencyjna dla p, i na jej podstawie wyznaczyé¢ wzor na liczbe takich po-
dzialow.

Zadanie 4.6. Niech s, bedzie liczba podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, wliczajac zbiér pusty,
ktore nie zawieraja sasiednich liczb 7 Znalezé zaleznosé rekurencyjng dla s, i na jej podstawie
wyznaczy¢ wzér na liczbe takich podzbiorow.

Zadanie 4.7. Przypusémy, ze dowolna nowourodzona para krolikbw ma swoja pierwsza pare
potomstwa po dwoch miesigcach, a p6zniej juz co miesiac rodzi nowa pare. Zakladajac, ze za-
czynamy od jednej pary, znalezé zaleznosé rekurencyjna dla k,, - liczby par po n miesiacach.

Zadanie 4.8. Rozwigza¢ rownania rekurencyjne:
(a) ap = 2ap—1 + 3an—2, ap = a; = 1.
(b) an =2ap—1 — ap—2, ag = a3 = 2.
(¢) ap = an—1 + 6an—2, ag =4, a; = 4.
Zadanie 4.9. Korzystajac z faktu, ze
(z—22%(z+1)(z—3) =2 — 623 + 922 + 4z — 12
podaé wzér na wyraz ogdlny ciagu, dla ktérego zachodzi nastepujace rownanie rekurencyjne

ap =6a,_1— 9,9 —4a,_3+ 12a,_4.
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Zadanie 4.10. Rozwiazaé¢ réwnania rekurencyjne:
(a) an + 6an—1 +9a,—2=3,a0=0, a1 = 1.
(b) Ay = 46Ln,1 — 4an,2 + 2”, apg = a1 = 2.
(¢) an + 5an_1 + 6a,_2 =3n2 ag =1, a; = 4.
(d) ap = ap—1+ n, ap = 0.

Zadanie 4.11. Rozwiazaé¢ nastepujace liniowe réwnania rekurencyjne
(a) an+1 = 2a, — 1, gdzie ag = 3,

(b) an = 6an—1 — 9an,—2, gdzie ag = 11 a; = 2,

(¢) an = 3an—1 + 3", gdzie ag = 2,

(d) an = an_1 +n3, gdzie ag = 0,

(€) an = 3an—1 — 4n, gdzie ag = 2,

(f) an = bap—1 — 6a,_o, gdzie ay = 2,

(g) an = 3an—1 + 3", gdzie ap =21 a; = 1.

Zadanie 4.12. Znajdz rozwiazanie og6lne nastepujacych liniowych réwnan rekurencyjnych
(a) apto = 4ay,
(b) ant2 + 4ap+1 + 16a, = 0.

Zadanie 4.13. Dane jest réwnanie charakterystyczne
=523 + 62+ 42 —-8=0

pewnego liniowego réwnania rekurencyjnego z warunkami poczatkowymi ag = 1, a1 = —9,
as = —11 a3 = 2. Wyznaczy¢ a,.

Zadanie 4.14. Rozwiazaé¢ réwnanie rekurencyjne

an + 3an—1 + 2an_2 = f(n),

fn) = { 1, dla n =5,

gdzie

0, dla n #£ 5,
z warunkiem poczatkowym ag = a; = 0.

Zadanie 4.15. Niech a,, oznacza liczbe roztacznych czesci na jakie dziela n-kat wypukly jego
przekatne. Zakladamy, ze zadne 3 przekatne nie przecinaja sie w jednym punkcie.

(a) Pokaz, ze
(n—1)(n—2)(n—3)

5 +n—2 dlan>3

ap = Ap—1 +
oraz ag = a1 = ag = 0.
(b) Wyznacz ay,.
Zadanie 4.16. Rozwiaza¢ rownanie rekurencyjne
Nay + Nap—1 — Gp_1 = 2"
z warunkiem poczatkowym ag = 3 456.
Zadanie 4.17. Rozwiaza¢ rownanie rekurencyjne
an = Nap_1 + n!

z warunkiem poczatkowym ag = 2.



26 4. Zaleznosci rekurencyjne

Zadanie 4.18. Znalez¢ warto$¢ wielomianu
wy () = 92° + 8 4 723 + 62° + 5 + 4
dla x = 7 korzystajac ze schematu Hornera.

Zadanie 4.19. Korzystajac z metody Newtona znalezé z dokladnoscia do 1076 pierwiastek
réwnania
e t=x

Zadanie 4.20. Udowodnié, ze dla liczb Fibonacciego spelnione sg tozsamosci
(a) i+ Fy+ -+ Fy = Fhpo — 1,
(b) Fi 4+ F3+ -+ Fop1 = Fop,

(¢c) o4+ Fy+ -+ Fop = Fopy1 — 1,

(d) F2+ FZ+ -+ F2=F,F.1.

Zadanie 4.21. Udowodnié, ze liczby Fibonacciego spelniaja tozsamosé
Fny1Fyy — F2 = (-1)", (4.12)
znang jako réwnosé Cassiniego.

Zadanie 4.22. Udowodnié, ze dla liczb Lucasa spelnione sg réwnania
(a) Lo+ L1+ Lo+ -+ Lp=1Lpio—1,
(b) L1 + Lg+ L5+ -+ - + Lopy1 = Lopta — 2.



