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2.2. Przeliczanie drzew rozpietych. Wzér Cayley’a.
Mozna podac elegancki wzor rekurencyjny na liczbe rozpietych drzew w danym grafie uzywajac
operacji $ciagania (kontrakcji) krawedzi. Krawedz e grafu G zostala Sciagnieta jezeli usunieta
zostala z grafu oraz jej konce zostaly zidentyfikowane. Otrzymany w ten sposob graf oznaczaé
bedziemy G - e.

Przyktad 2.5.

(v.u)

u

Oczywiscie, jezeli e nie jest petla w G, to
v(G-e)=v(G)—1, e(G-e)=¢(G)—1, w(G-e)=w(Q).

Stad, jezeli T jest drzewem, to T - e tez jest drzewem.

Twierdzenie 2.4. Oznaczmy liczbe rozpietych drzew grafu G przez 7(G). Jezeli e nie jest
petlg w grafie G, to
T(G) =7(G—¢€)+7(G -e).

Przyktad 2.6. Znajdz liczbe drzew rozpietych w podanym nizej grafie.

1 & 7 10

Wz6r na liczbe 7(K,,) podany ponizej w Twierdzeniu 2.9 zostal podany przez Cayley w 1889.

Twierdzenie 2.5.
7(K,) =n""2%

Przyktad 2.7. Pokaz, ze jezeli e jest krawedziq K, , to

(K, —e)=(n—2n""3,

Przyktad 2.8. Niech graf H bedzie grafem otrzymanym z grafu prostego G przez zastqpienie
kazdej krawedzi z G Sciezkq o dtugosci k. Pokaz, Ze

7(H) = k"1 (G).
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ZADANIA V

Zadanie 19. Znajdz liczbe drzew rozpietych w K 3.

Zadanie 20. Niech G bedzie grafem prostym, a H grafem, w ktérym kazde dwa wierzchotki
przylegte w GG sa potaczone dokladnie k krawedziami. Pokaz, ze

7(H) = k" 17(G) .

Zadanie 21. Wykorzystujac idee z Przyktadu 2.8. i poprzedniego zadania pokaz, ze
T(K27n) =n2n—1,

3. SPOJNOSC.
3.1. ,Sila” spdjnosci.

Przykltad 3.1. Podane nizej grafy sa spdjne. Dlaczego kazdy kolejny graf wydaje sie (intui-
cyjnie) mocniej spojny niz poprzedni?

A

Parametrami grafu mierzacymi site spdjnosci sa: spdjnosé¢ wierzchotkowa i spdjnoéé krawe-
dziowa.

Cieciem wierzchotkowym grafu G nazywamy podzbiér V' zbioru wierzchotkéw V' taki, ze
G — V' nie jest spdjny. Ciecie k-wierzcholkowe jest to ciecie wierzcholtkowe o k elementach,
tzn. |V'| = k.

Graf pelny nie posiada zadnego wierzchotkowego ciecia; wszystkie grafy posiadajace grafy
pelne jako rozpiete podgrafy nie maja wierzchotkowego ciecia. Jezeli graf G ma co najmniej
jedna pare réznych nieprzylegtych wierzchotkéw, to spéjnos$é wierzchotkowa k(G) grafu G
jest rowna minimalnemu k, dla ktérego graf G ma ciecie k -wierzcholkowe; w przeciwnym
razie bedziemy przyjmowaé, ze k(G) = v — 1. Zatem k(G) = 0 jezeli G nie jest spéjny lub G
jest grafem trywialnym. O grafie G méwimy, ze jest k-spGjny (wierzchotkowo k-spéjny)
jezeli kK(G) > k. Wszystkie nietrywialne spéjne grafy sa 1-spdjne.

Cieciem krawedziowym grafu G nazywamy podzbidér zbioru E postaci [S,S¢], gdzie S
jest niepustym wlasciwym podzbiorem V', S¢ jego dopemieniem (S¢ = V — §). Ciecie k-
krawedziowe to ciecie krawedziowe o k elementach. Jezeli G jest nietrywialny i spdjny
a E’ jest jego cieciem krawedziowym, to G — E’ nie jest spéjny. Definiujemy spSjnosé
krawedziowa /(G) jako minimalne k, dla ktérego spéjny graf G ma ciecie k-krawedziowe.
Jezeli G nie jest spéjny lub jest grafem trywialnym, to przyjmujemy, ze x'(G) = 0. Zatem
k'(G) = 1 oznacza, ze graf G jest spGjny i posiada krawedz ciecia. Graf nazywamy k-
krawedziowo spdjnym jezeli k'(G) > k. Waszystkie nietrywialne grafy spdjne sa 1-kra-
wedziowo spojne.
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Twierdzenie 3.1. k<K' <9§.

Przyktad 3.2. Podaj dla podanego grafu jego parametry k, k', 9.

Przyktad 3.5.
(a) Pokaz, ze dla prostego grafu G, dla ktérego 6(G) > v(G)/2 mamy K'(G) =§(G).
(b) Podaj przyktad prostego grafu G takiego, ze §(G) = |v(G)/2—1] i K'(G) < 6(Q).

Przyktad 3.4. Pokaz, zZe jesli G jest 3-reqularnym grafem prostym, to k(G) = k'(G).

ZADANIA VI

Zadanie 22.
(a) Pokaz, ze jesli graf G jest k-krawedziowo spéjny, k > 0, i E’ jest zbiorem skladajacym
sie z k krawedzi grafu G, to w(G — E') < 2.
(b) Dla dowolnego k > 0 podaj przyklad k-spdjnego grafu G takiego, ze dla zbioru V’
zawierajacego k wierzchotkéw G mamy w(G — V') > 2.
Zadanie 23. Pokaz, ze jesli G jest k-krawedziowo spdjny, to £(G) > kv(G)/2 .
Zadanie 24%*.
(a) Pokaz, ze jesli G jest grafem prostym takim, ze §(G) > v(G) — 2, to k(G) =0
(b) Podaj przykiad grafu prostego G takiego, ze 6(G) = v(G) —3 oraz k(G) < 6(G).

3.2. Twierdzenia Whitneya i Mengera.

Rodzine $ciezek grafu G nazywamy wewnetrznie roztaczng jezeli zaden wierzchotek grafu G
nie jest wierzchotkiem wewnetrznym wiecej niz jednej Sciezki nalezacej do tej rodziny. W 1932
roku Whitney podal nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Graf G o v wierzcholtkach, v > 3, jest 2-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy
kazde dwa wierzchotki grafu G sq polaczone przez co najmniej dwie wewnetrznie roztgczne
sciezki.

Whniosek 3.2.1. Jezeli G jest 2-spojny, to kaide dwa wierzchotki grafu G lezg na wspolnym
cyklu.

Wprowadzimy teraz operacje podzialu krawedzi. O krawedzi e méwimy, ze jest podziel-
ona jezeli jest usunieta z grafu i zastapiona przez $ciezke o dlugosci dwa laczaca jej konce.
Wierzchotek wewnetrzny tej $ciezki jest nowym wierzchotkiem grafu.

Whiosek 3.2.2. Jezeli G jest grafem 2-spojnym o v > 3, to kazde dwie krawedzie grafu G
leza na wspolnym cyklu.

Twierdzenie 3.2 ma uogdlnienie, znane jako twierdzenie Mengera, na grafy k-spéjne.
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Twierdzenie 3.3. Graf G o v > k + 1 wierzchotkach jest k-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy
kazde dwa rozine wierzchotki grafu G sq potaczone przez co najmniej k wewnetrznie roztqcznych
sciezek.

Wersja krawedziowa tego twierdzenia jest nastepujaca:

Twierdzenie 3.4. Graf G jest k-krawedziowo spojny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dwa
rozne wierzchotki sq potaczone przez co najmniej k krawedziowo-roztacznych sciezek.

4. OBCHODY EULERA I CYKLE HAMILTONA.
4.1. Obchody Eulera.

Szlak, ktory zawiera kazda krawedz grafu G jest nazywany szlakiem Eulera grafu G.
W 1736r. (pierwsze prace z teorii graféw) Euler pokazal, ze nie mozna przejs¢ kazdego
z siedmiu mostow w Krélewcu doktadnie jeden raz w czasie spaceru po miescie

Obchdd grafu G to domkniety spacer przechodzacy przez kazda krawedz G przynajmniej
jeden raz. Obchéd Eulera jest obchodem zawierajacym kazda krawedz grafu G doktadnie
jeden raz (jest to po prostu domkniety szlak Eulera). Graf nazywamy eulerowskim (grafem
Eulera) jezeli zawiera obchéd Eulera.

Twierdzenie 4.1. Niepusty spdjny graf jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy nie posiada
wierzchotkow o nieparzystym stopniu.

Whniosek 4.1. Graf spdjny ma szlak Eulera (jest poteulerowski) wtedy i tylko wtedy, gdy ma
co najwyzej dwa wierzchotki stopnia nieparzystego.

Przyktad 4.1. Ktore z nastepujacych figur moga byé narysowane bez odrywania kredy od
tablicy, rysujac kazda linie tylko jeden raz ?

L[

Przyktad 4.2 Pokaz, Ze jezeli w G nie ma wierzchotka nieparzystego stopnia, to istniejq
krawedziowo rozlgczne cykle C1,Cs,...,C,, takie, Ze

E(G) = B(C,)UE(Cy)U---UE(Cy,) .



