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2.2. Przeliczanie drzew rozpie↪tych. Wzór Cayley’a.
Można podać elegancki wzór rekurencyjny na liczbe↪ rozpie↪tych drzew w danym grafie używaja↪c
operacji ścia↪gania (kontrakcji) krawe↪dzi. Krawe↪dź e grafu G zosta la ścia↪gnie↪ta jeżeli usunie↪ta
zosta la z grafu oraz jej końce zosta ly zidentyfikowane. Otrzymany w ten sposób graf oznaczać
be↪dziemy G · e.

Przyk lad 2.5.

Oczywíscie, jeżeli e nie jest pe↪tla↪ w G, to

ν(G · e) = ν(G) − 1, ε(G · e) = ε(G) − 1, ω(G · e) = ω(G).

Sta↪d, jeżeli T jest drzewem, to T · e też jest drzewem.

Twierdzenie 2.4. Oznaczmy liczbe↪ rozpie↪tych drzew grafu G przez τ(G). Jeżeli e nie jest
pe↪tla↪ w grafie G, to

τ(G) = τ(G− e) + τ(G · e).

Przyk lad 2.6. Znajdź liczbe↪ drzew rozpie↪tych w podanym niżej grafie.

Wzór na liczbe↪ τ(Kn) podany poniżej w Twierdzeniu 2.9 zosta l podany przez Cayley w 1889.

Twierdzenie 2.5.
τ(Kn) = nn−2.

Przyk lad 2.7. Pokaż, że jeżeli e jest krawe↪dzia↪ Kn, to

τ(Kn − e) = (n− 2)nn−3 .

Przyk lad 2.8. Niech graf H be↪dzie grafem otrzymanym z grafu prostego G przez zasta↪pienie
każdej krawe↪dzi z G ścieżka↪ o d lugości k. Pokaż, że

τ(H) = kε−ν+1τ(G) .
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ZADANIA V

Zadanie 19. Znajdź liczbe↪ drzew rozpie↪tych w K3,3.

Zadanie 20. Niech G be↪dzie grafem prostym, a H grafem, w którym każde dwa wierzcho lki
przyleg le w G sa↪ po la↪czone dok ladnie k krawe↪dziami. Pokaż, że

τ(H) = kν−1τ(G) .

Zadanie 21. Wykorzystuja↪c idee↪ z Przyk ladu 2.8. i poprzedniego zadania pokaż, że
τ(K2,n) = n2n−1.

3. SPÓJNOŚĆ.

3.1. ,,Si la” spójności.

Przyk lad 3.1. Podane niżej grafy sa↪ spójne. Dlaczego każdy kolejny graf wydaje sie↪ (intui-
cyjnie) mocniej spójny niż poprzedni?

Parametrami grafu mierza↪cymi si le↪ spójności sa↪: spójność wierzcho lkowa i spójność krawe↪-
dziowa.

Cie↪ciem wierzcho lkowym grafu G nazywamy podzbiór V ′ zbioru wierzcho lków V taki, że
G−V ′ nie jest spójny. Cie↪cie k-wierzcho lkowe jest to cie↪cie wierzcho lkowe o k elementach,
tzn. |V ′| = k.

Graf pe lny nie posiada żadnego wierzcho lkowego cie↪cia; wszystkie grafy posiadaja↪ce grafy
pe lne jako rozpie↪te podgrafy nie maja↪ wierzcho lkowego cie↪cia. Jeżeli graf G ma co najmniej
jedna↪ pare↪ różnych nieprzyleg lych wierzcho lków, to spójność wierzcho lkowa κ(G) grafu G
jest równa minimalnemu k, dla którego graf G ma cie↪cie k -wierzcho lkowe; w przeciwnym
razie be↪dziemy przyjmować, że κ(G) = ν − 1. Zatem κ(G) = 0 jeżeli G nie jest spójny lub G
jest grafem trywialnym. O grafie G mówimy, że jest k-spójny (wierzcho lkowo k-spójny)
jeżeli κ(G) ≥ k. Wszystkie nietrywialne spójne grafy sa↪ 1-spójne.

Cie↪ciem krawe↪dziowym grafu G nazywamy podzbiór zbioru E postaci [S, Sc], gdzie S
jest niepustym w laściwym podzbiorem V , Sc jego dope lnieniem (Sc = V − S). Cie↪cie k-
krawe↪dziowe to cie↪cie krawe↪dziowe o k elementach. Jeżeli G jest nietrywialny i spójny
a E′ jest jego cie↪ciem krawe↪dziowym, to G − E′ nie jest spójny. Definiujemy spójność
krawe↪dziowa↪ κ

′(G) jako minimalne k, dla którego spójny graf G ma cie↪cie k-krawe↪dziowe.
Jeżeli G nie jest spójny lub jest grafem trywialnym, to przyjmujemy, że κ′(G) = 0. Zatem
κ′(G) = 1 oznacza, że graf G jest spójny i posiada krawe↪dź cie↪cia. Graf nazywamy k-
krawe↪dziowo spójnym jeżeli κ′(G) ≥ k. Wszystkie nietrywialne grafy spójne sa↪ 1-kra-
we↪dziowo spójne.
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Twierdzenie 3.1. κ ≤ κ′ ≤ δ .

Przyk lad 3.2. Podaj dla podanego grafu jego parametry κ, κ′, δ.

Przyk lad 3.3.
(a) Pokaż, że dla prostego grafu G, dla którego δ(G) ≥ ν(G)/2 mamy κ′(G) = δ(G) .
(b) Podaj przyk lad prostego grafu G takiego, że δ(G) = ⌊ν(G)/2 − 1⌋ i κ′(G) < δ(G) .

Przyk lad 3.4. Pokaż, że jeśli G jest 3-regularnym grafem prostym, to κ(G) = κ′(G).

ZADANIA VI

Zadanie 22.
(a) Pokaż, że jeśli graf G jest k-krawe↪dziowo spójny, k > 0, i E′ jest zbiorem sk ladaja↪cym

sie↪ z k krawe↪dzi grafu G, to ω(G− E′) ≤ 2 .
(b) Dla dowolnego k > 0 podaj przyk lad k-spójnego grafu G takiego, że dla zbioru V ′

zawieraja↪cego k wierzcho lków G mamy ω(G− V ′) > 2 .

Zadanie 23. Pokaż, że jeśli G jest k-krawe↪dziowo spójny, to ε(G) ≥ kν(G)/2 .

Zadanie 24*.
(a) Pokaż, że jeśli G jest grafem prostym takim, że δ(G) ≥ ν(G) − 2, to κ(G) = δ(G) .

(b) Podaj przyk lad grafu prostego G takiego, że δ(G) = ν(G) − 3 oraz κ(G) < δ(G) .

3.2. Twierdzenia Whitneya i Mengera.

Rodzine↪ ścieżek grafu G nazywamy wewne↪trznie roz la↪czna↪ jeżeli żaden wierzcho lek grafu G
nie jest wierzcho lkiem wewne↪trznym wie↪cej niż jednej ścieżki należa↪cej do tej rodziny. W 1932
roku Whitney poda l naste↪puja↪ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Graf G o ν wierzcho lkach, ν ≥ 3, jest 2-spójny wtedy i tylko wtedy, gdy
każde dwa wierzcho lki grafu G sa↪ po la↪czone przez co najmniej dwie wewne↪trznie roz la↪czne
ścieżki.

Wniosek 3.2.1. Jeżeli G jest 2-spójny, to każde dwa wierzcho lki grafu G leża↪ na wspólnym
cyklu.

Wprowadzimy teraz operacje↪ podzia lu krawe↪dzi. O krawe↪dzi e mówimy, że jest podziel-
ona jeżeli jest usunie↪ta z grafu i zasta↪piona przez ścieżke↪ o d lugości dwa  la↪cza↪ca↪ jej końce.
Wierzcho lek wewne↪trzny tej ścieżki jest nowym wierzcho lkiem grafu.

Wniosek 3.2.2. Jeżeli G jest grafem 2-spójnym o ν ≥ 3, to każde dwie krawe↪dzie grafu G
leża↪ na wspólnym cyklu.

Twierdzenie 3.2 ma uogólnienie, znane jako twierdzenie Mengera, na grafy k-spójne.
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Twierdzenie 3.3. Graf G o ν ≥ k + 1 wierzcho lkach jest k-spójny wtedy i tylko wtedy, gdy
każde dwa różne wierzcho lki grafu G sa↪ po la↪czone przez co najmniej k wewne↪trznie roz la↪cznych
ścieżek.

Wersja krawe↪dziowa tego twierdzenia jest naste↪puja↪ca:

Twierdzenie 3.4. Graf G jest k-krawe↪dziowo spójny wtedy i tylko wtedy, gdy każde dwa
różne wierzcho lki sa↪ po la↪czone przez co najmniej k krawe↪dziowo-roz la↪cznych ścieżek.

4. OBCHODY EULERA I CYKLE HAMILTONA.

4.1. Obchody Eulera.

Szlak, który zawiera każda↪ krawe↪dź grafu G jest nazywany szlakiem Eulera grafu G.
W 1736 r. (pierwsze prace z teorii grafów) Euler pokaza l, że nie można przej́sć każdego
z siedmiu mostów w Królewcu dok ladnie jeden raz w czasie spaceru po mieście

Obchód grafu G to domknie↪ty spacer przechodza↪cy przez każda↪ krawe↪dź G przynajmniej
jeden raz. Obchód Eulera jest obchodem zawieraja↪cym każda↪ krawe↪dź grafu G dok ladnie
jeden raz (jest to po prostu domknie↪ty szlak Eulera). Graf nazywamy eulerowskim (grafem
Eulera) jeżeli zawiera obchód Eulera.

Twierdzenie 4.1. Niepusty spójny graf jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy nie posiada
wierzcho lków o nieparzystym stopniu.

Wniosek 4.1. Graf spójny ma szlak Eulera (jest pó leulerowski) wtedy i tylko wtedy, gdy ma
co najwyżej dwa wierzcho lki stopnia nieparzystego.

Przyk lad 4.1. Które z naste↪puja↪cych figur moga↪ być narysowane bez odrywania kredy od
tablicy, rysuja↪c każda↪ linie↪ tylko jeden raz ?

Przyk lad 4.2 Pokaż, że jeżeli w G nie ma wierzcho lka nieparzystego stopnia, to istnieja↪
krawe↪dziowo roz la↪czne cykle C1, C2, . . . , Cm takie, że

E(G) = E(C1) ∪ E(C2) ∪ · · · ∪ E(Cm) .


