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8. GRAFY PLANARNE.
8.1. Grafy plaskie i planarne.

Moéwimy, ze graf jest ukladalny na plaszczyznie lub planarny, jezeli moze byc narysowa-
ny na plaszczyznie w taki sposéb, ze jego krawedzie przecinaja sie jedynie w swoich koncach.
Rysunek planarnego grafu GG bedzie nazywany planarnym ulozeniem grafu G. Planarne
ulozenie G grafu G moze by¢ traktowane jako graf izomorficzny z G; zbiér wierzchotkow grafu
G stanowi zbiér punktéw reprezentujacych wierzchotki grafu GG, podczas gdy zbiér krawedzi
grafu G stanowia linie reprezentujace krawedzie grafu G oraz ponadto dowolny wierzchotek
grafu G jest incydentny z wszystkimi krawedziami grafu G ktére go zawieraja. Planarne
ulozenie grafu planarnego to graf plaski. Jesli graf planarny nie zawiera krawedzi ciecia, to
odpowiadajacy mu graf plaski nazywamy niekiedy mapa.

Krawedzie cyklu grafu planarnego tworza krzywa Jordana (ciagla, nie przecinajaca sie krzywa,
ktorej poczatek i koniec pokrywaja sie). Jezeli J jest krzywa Jordana na plaszczyznie, to
reszte plaszczyzny mozna podzieli¢é na dwa rozlaczne zbiory otwarte zwane wnetrzem i
zewnetrzem krzywej J. Oznaczmy wnetrze i zewnetrze krzywej J przez odpowiednio int J
oraz ext J aich domkniecia odpowiednio przez Int J oraz Ext J. Oczywiscie Int JNExt J =
J. Twierdzenie Jordana méwi, ze dowolna linia taczaca punkt nalezacy do int J z punktem
nalezacym do ext J musi przecia¢ J w pewnym punkcie.

Twierdzenie 8.1. Graf K5 nie jest planarny.
Twierdzenie 8.2. Graf K33 nie jest planarny.

Niezwykle prosta i fundamentalna dla teorii graféw charakteryzacje graféw planarnych podat
w 1920 r. wybitny polski matematyk Kazimierz Kuratowski.

Twierdzenie 8.3. (Kuratowski) Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera on
K5 lub K3 3 ani tez zadnego podziatu tych grafow (inaczej grafu homeomorficznego do ktéregos
z mich).

Pojecie utozenia planarnego moze by¢ rozszerzone na inne powierzchnie. Graf G jest uktadalny
na powierzchni S jezeli moze by¢ narysowany na S w taki sposob, ze jego krawedzie przecinaja
sie jedynie w swoich koncach; taki ,rysunek” nazywa sie ulozeniem grafu G na S. Nie
wszystkie grafy moga by¢ ulozone na plaszczyznie i jest to rowniez prawdziwe dla innych
powierzchni. Okazuje sie, ze dla kazdej powierzchni S istnieja grafy ktére nie sg ukladalne na
S (Fréchet i Fan, 1967), natomiast kazdy graf moze byé ,utozony” w przestrzeni R3. Ponadto
mozna pokazac, ze grafy planarne i grafy ukladalne na kuli sa jednym i tym samym.

Twierdzenie 8.4. Graf G jest uktadalny na plaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy grof G
jest uktadalny na sferze.

8.2. Grafy dualne.

Plaski graf G dzieli reszte plaszczyzny na pewna liczbe spéjnych obszaréw; domkniecia tych
obszaréw sa nazywane Scianami grafu G. Pojecie $ciany ma réwniez zastosowanie przy
uktadaniu graféw na innych powierzchniach. Oznaczmy przez F(G) oraz ¢(G) odpowiednio
zbidr Scian oraz ich liczbe w grafie ptaskim G. Kazdy graf ptaski ma dokladnie jedna nieograni-
czong $ciane zwang $ciana zewnetrzna (f;).
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Twierdzenie 8.5. Niech v bedzie wierzchotkiem grafu planarnego G. Wtedy G mozZe byé
utozony na ptaszczyznie w taki sposob, ze v lezy na Scianie zewnetrznej tego utozenia.

Oznaczmy granice Sciany f grafu ptaskiego G przez b(f). Jezeli G jest spdjny wtedy b(f) moze
by¢ rozpatrywana jako domkniety spacer w ktérym kazda krawedz ciecia grafu G nalezaca do
b(f) musimy przejs¢ dwukrotnie; kazda b(f), ktéra nie zawiera krawedzi ciecia jest oczywiscie
cyklem w GG. O Scianie f méwimy, ze jest incydentna z wierzchotkami i krawedziami swojej
granicy. Jezeli e jest krawedzia ciecia w grafie ptaskim, to albo jedna $ciana jest incydentna
z e, albo, w przeciwnym razie, dwie Sciany sa incydentne z ta krawedzia. Mowimy, ze krawedz
oddziela $ciany z nig incydentne. Stopien dg(f) $ciany f to liczba krawedzi jakie sa z nia
incydentne przy czym krawedzie cigcia licza sie podwdjnie.

Majac dany graf ptaski G mozemy zdefiniowaé inny graf G* w nastepujacy sposéb: kazdej
Scianie f grafu G odpowiada wierzcholek f* w G* i kazdej krawedzi e z G odpowiada w G*
krawedz e* przy czym dwa wierzchotki f* i g* z G* sa polaczone krawedzia w G* wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im $ciany f i g sa oddzielone przez krawedzie w G. Graf
G™ jest nazywany grafem dualnym grafu GG. Latwo zauwazy¢, ze graf dualny G* do grafu
plaskiego G jest planarny. Latwo réowniez pokazaé, ze jedli G jest spojny, to graf dualny G**
do grafu G* jest izomorficzny z G.

Nalezy rowniez zauwazy¢, ze izomorficzne grafy plaskie moga mie¢ nieizomorficzne grafy
dualne. Zatem pojecie grafu dualnego ma znaczenie jedynie dla grafu plaskiego i nie moze
by¢ rozszerzone w ogdlnosci dla graféw planarnych. 7 definicji mamy

(8.1) V(@) =p(G),  e(G")=¢(G),
(8.2) da«(f*) = da(f) dla kazdego f € F(G)

Twierdzenie 8.6. Jezeli G jest grafem ptaskim, to

> d(f) =2e.

feF

8.3. Wzor Eulera.
Twierdzenie 8.7. Jezeli G jest spojnym grafem plaskim, to v —c+p=2.
Whniosek 8.7.1. Wszystkie grafy ptaskie danego spojnego grafu planarnego majq takg samq
liczbe $cian.

Whniosek 8.7.2. Jezeli G jest prostym grafem planarnym o v, v > 3, wierzchotkach, to
e<3r—=6.

Whniosek 8.7.3. Jezeli G jest prostym grafem planarnym, to § < 5.
Whniosek 8.7.4. Kj5 nie jest planarny.
Whniosek 8.7.5. K33 nie jest planarny.
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8.4. Kolorowanie map i graféw planarnych.

Niech F' bedzie zbiorem $cian mapy G. Moéwimy, ze $ciany G mozna pokolorowaé
k kolorami, jesli istnieje funkcja f : F — {1,2,...,k} przyporzadkowujaca kazdej Scianie
mapy G jeden z k koloréw taka, ze zadna krawedz mapy nie oddziela dwéch Scian o tych
samych kolorach.

Twierdzenie 8.8. gcz’any mapy G moina pokolorowaé dwoma kolorami wtedy i tylko wtedy,
gdy stopien kazdego wierzchotka G jest parzysty.

Jednym z najbardziej znanych zagadnien teorii graféw jest tak zwana hipoteza czterech
barw (lub hipoteza czterech koloréw), méwiaca kazda mape mozna pokolorowaé czterama
kolorami. Hipoteze te udowodnili w 1977 roku Appel and Haken, pokazujac, ze problem ten
mozna zredukowa¢ do skonczonej liczby przypadkéw, ktore nastepnie pokolorowali z pomoca
komputera. Poniewaz nietrudno zauwazy¢, ze kolorowanie $cian mapy sprowadza sie do
kolorowania wierzcholkéw grafu do niej dualnego, wynik Appela i Hakena mozna sformutowaé
nastepujaco.

Twierdzenie 8.9. Jesli graf G jest planarny, to x(G) < 4.

Nietrudno zauwazy¢, ze z Wniosku 8.7.3 wynika, ze wierzchotki kazdego grafu planarnego
mozna pokolorowaé¢ uzywajac szeSciu kolorow. Na wyktadzie pokazemy natomiast wynik
nieco tylko stabszy od twierdzenia Hakena i Appela.

Twierdzenie 8.10. Jesli graf G jest planarny, to x(G) < 5.

Dazac do rozstrzygniecia hipotezy czterech barw czesto sprowadzano ja do innych zagadnien
grafowych. Ponizsze twierdzenie jest jednym z wielu rezultatéw tego typu.

Twierdzenie 8.11. Nastepujace stwierdzenia sq rownowazne.

(i) Liczba chromatyczna dowolnego grafu planarnego jest nie wieksza niz cztery.
(i) Scz’any kazdej mapy mozna pokolorowac czterema kolorama.
(iii) gciany kazdej 3-reqularnej mapy mozna pokolorowaé czterema kolorami.
(iv) Indeks chromatyczny dowolnej 3-regularnej mapy wynosi trzy.

ZADANIA XII

Zadanie 46. Pokaz, korzystajac z twierdzenia Jordana, ze K3 3 nie jest planarny.

Zadanie 47. Trzej sasiedzi korzystaja z tych samych ”Zrédel” wody, oleju i cukru. Niestety
nie lubig sie nawzajem do tego stopnia, ze chca znalezé niekrzyzujace sie drogi z kazdego
domu do kazdego ze zrddel po to, by unikna¢ spotkan. Czy jest to wykonalne?

Zadanie 48. Znalez¢ graf nieplanarny, ktéry nie jest podzialem zadnego z graféw Ks, K3 3.
Dlaczego istnienie takiego grafu nie przeczy twierdzeniu Kuratowskiego ?

Zadanie 49. Pokaz, ze jezeli zaréwno G jak i G¢ sa grafami planarnymi, to

v(G) =v(G°) <10.
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9. ,RZADKIE” GRAFY O DUZEJ LICZBIE CHROMATYCZNEJ.
9.1. Grafy Mycielskiego.

Graf Mycielskiego M,, n > 2, zdefiniowany jest rekurencyjnie w nastepujacy sposob.
Przyjmujemy M, = Kj i niech v(M,) = m,. Wtedy zbiorem wierzchotkéw grafu M, 1
jest Vipr = {v1,...,0m,, 01, .., 0, ,w}, zbiér {vi,..., vy, } rozpina w M, 1 podgraf H
izomorficzny z M,,, a kazdy z wierzchotkéw v}, i = 1,2,...,n, jest przyleglty do w i wszystkich
sasiadéw wierzchotka v;. Zatem, na przykilad, M3 = C5. Jak méwi ponizsze twierdzenie, M,
jest grafem o duzej liczbie chromatycznej nie zawierajacym tréjkatow.

Twierdzenie 9.1. Dia kazdego n > 2, M,, nie zawiera Ks, a x(M,) = n.

9.2. Grafy Knesera i Shrijvera.

Niech dane beda dwie liczby naturalne k,n (przy czym najbardziej interesowaé nas bedzie
przypadek gdy n jest duzo wieksze niz k) i niech A = {1,2,...,2n + k}. Grafem Knesera
Kn(n, k) nazywamy graf, ktorego zbiorem wierzchotkéw sa wszystkie n-elementowe podzbiory
zbioru A, a dwa wierzcholki sa potaczone krawedzia gdy odpowiadajace im podzbiory sa
roztaczne. Graf Shrijvera Sh(n, k) to podgraf Kn(n,k) indukowany przez wszystkie pod-
zbiory A nie zawierajace zadnej z par {1,2}, {2,3},...,{2n+k—1,2n+k}, {2n+k, 1}, tzn.
nie zawierajace ,sasiednich” elementéw zbioru A.

Przyktad 9.1. Sprawdz, ze Kn(2,1) jest grafem Petersena.
Przyktad 9.2. Pokaz, ze Sh(n,1) = Capy1.
Przyktad 9.3. Pokaz, ze x(Kn(n,k)) < k+ 2.

Mozna pokazaé, cho¢ wszystkie znane dowody tego faktu sa dos¢ trudne i wymagaja uzycia
metod topologicznych, ze liczba chromatyczna graféw Kn(n,k) i Sh(n,k) jest taka jak jej
oszacowanie gérne podane w przykiadzie 9.3.

Twierdzenie 9.2. x(Sh(n,k)) = x(Kn(n,k)) =k + 2.

Okazuje sie jednak, ze mimo duzej liczby chromatycznej, z dowolnego podgrafu grafu
Shrijvera mozna otrzymac graf dwudzielny przez wyrzucenie stosunkowo malej liczby krawedzi
(lub wierzcholkéw).

Twierdzenie 9.3. Niech H bedzie dowolnym podgrafem grafu Shrijvera Sh(n, k).
(i) H zawiera dwudzielny podgraf o co najmniej s(H)(l — Qrﬁk) krawedziach,
k

(ii) H zawiera indukowany podgraf dwudzielny o co najmniej V(H)(l — nrE

) wierzchotkach.

Przyktad 9.4. Pokaz, Ze Kn(n,k) nie zawiera cykli nieparzystych o dlugosci mniejszej niz

2\n/k| + 1.



