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8. GRAFY PLANARNE.

8.1. Grafy p laskie i planarne.

Mówimy, że graf jest uk ladalny na p laszczyznie lub planarny, jeżeli może byc narysowa-
ny na p laszczyźnie w taki sposób, że jego krawe↪dzie przecinaja↪ sie↪ jedynie w swoich końcach.
Rysunek planarnego grafu G be↪dzie nazywany planarnym u lożeniem grafu G. Planarne

u lożenie G̃ grafu G może być traktowane jako graf izomorficzny z G; zbiór wierzcho lków grafu

G̃ stanowi zbiór punktów reprezentuja↪cych wierzcho lki grafu G, podczas gdy zbiór krawe↪dzi

grafu G̃ stanowia↪ linie reprezentuja↪ce krawe↪dzie grafu G oraz ponadto dowolny wierzcho lek

grafu G̃ jest incydentny z wszystkimi krawe↪dziami grafu G̃ które go zawieraja↪. Planarne
u lożenie grafu planarnego to graf p laski. Jeśli graf planarny nie zawiera krawe↪dzi cie↪cia, to
odpowiadajacy mu graf p laski nazywamy niekiedy mapa↪.

Krawe↪dzie cyklu grafu planarnego tworza↪ krzywa↪ Jordana (cia↪g la, nie przecinaja↪ca sie↪ krzywa,
której pocza↪tek i koniec pokrywaja↪ sie↪). Jeżeli J jest krzywa↪ Jordana na p laszczyźnie, to
reszte↪ p laszczyzny można podzielić na dwa roz la↪czne zbiory otwarte zwane wne↪trzem i
zewne↪trzem krzywej J . Oznaczmy wne↪trze i zewne↪trze krzywej J przez odpowiednio int J
oraz ext J a ich domknie↪cia odpowiednio przez Int J oraz Ext J . Oczywíscie Int J∩Ext J =
J . Twierdzenie Jordana mówi, że dowolna linia  la↪cza↪ca punkt należa↪cy do int J z punktem
należa↪cym do ext J musi przecia↪́c J w pewnym punkcie.

Twierdzenie 8.1. Graf K5 nie jest planarny.

Twierdzenie 8.2. Graf K3,3 nie jest planarny.

Niezwykle prosta↪ i fundamentalna↪ dla teorii grafów charakteryzacje↪ grafów planarnych poda l
w 1920 r. wybitny polski matematyk Kazimierz Kuratowski.

Twierdzenie 8.3. (Kuratowski) Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera on
K5 lub K3,3 ani też żadnego podzia lu tych grafów (inaczej grafu homeomorficznego do któregoś
z nich).

Poje↪cie u lożenia planarnego może być rozszerzone na inne powierzchnie. Graf G jest uk ladalny
na powierzchni S jeżeli może być narysowany na S w taki sposób, że jego krawe↪dzie przecinaja↪
sie↪ jedynie w swoich końcach; taki ,,rysunek” nazywa sie↪ u lożeniem grafu G na S. Nie
wszystkie grafy moga↪ być u lożone na p laszczyznie i jest to również prawdziwe dla innych
powierzchni. Okazuje sie↪, że dla każdej powierzchni S istnieja↪ grafy które nie sa↪ uk ladalne na
S (Fréchet i Fan, 1967), natomiast każdy graf może być ,,u lożony” w przestrzeni R3. Ponadto
można pokazać, że grafy planarne i grafy uk ladalne na kuli sa↪ jednym i tym samym.

Twierdzenie 8.4. Graf G jest uk ladalny na p laszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy graf G
jest uk ladalny na sferze.

8.2. Grafy dualne.

P laski graf G dzieli reszte↪ p laszczyzny na pewna↪ liczbe↪ spójnych obszarów; domknie↪cia tych
obszarów sa↪ nazywane ścianami grafu G. Poje↪cie ściany ma również zastosowanie przy
uk ladaniu grafów na innych powierzchniach. Oznaczmy przez F (G) oraz φ(G) odpowiednio
zbiór ścian oraz ich liczbe↪ w grafie p laskim G. Każdy graf p laski ma dok ladnie jedna↪ nieograni-
czona↪ ściane↪ zwana↪ ściana↪ zewne↪trzna↪ (f1).
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Twierdzenie 8.5. Niech v be↪dzie wierzcho lkiem grafu planarnego G. Wtedy G może być
u lożony na p laszczyznie w taki sposób, że v leży na ścianie zewne↪trznej tego u lożenia.

Oznaczmy granice↪ ściany f grafu p laskiego G przez b(f). Jeżeli G jest spójny wtedy b(f) może
być rozpatrywana jako domknie↪ty spacer w którym każda↪ krawe↪dź cie↪cia grafu G należa↪ca↪ do
b(f) musimy przej́sć dwukrotnie; każda b(f), która nie zawiera krawe↪dzi cie↪cia jest oczywíscie
cyklem w G. O ścianie f mówimy, że jest incydentna z wierzcho lkami i krawe↪dziami swojej
granicy. Jeżeli e jest krawe↪dzia↪ cie↪cia w grafie p laskim, to albo jedna ściana jest incydentna
z e, albo, w przeciwnym razie, dwie ściany sa↪ incydentne z ta↪ krawe↪dzia↪. Mówimy, że krawe↪dź
oddziela ściany z nia↪ incydentne. Stopień dG(f) ściany f to liczba krawe↪dzi jakie sa↪ z nia↪
incydentne przy czym krawe↪dzie cie↪cia licza↪ sie↪ podwójnie.

Maja↪c dany graf p laski G możemy zdefiniować inny graf G∗ w naste↪puja↪cy sposób: każdej
ścianie f grafu G odpowiada wierzcho lek f∗ w G∗ i każdej krawe↪dzi e z G odpowiada w G∗

krawe↪dź e∗ przy czym dwa wierzcho lki f∗ i g∗ z G∗ sa↪ po la↪czone krawe↪dzia↪ w G∗ wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiadaja↪ce im ściany f i g sa↪ oddzielone przez krawe↪dzie w G. Graf
G∗ jest nazywany grafem dualnym grafu G.  Latwo zauważyć, że graf dualny G∗ do grafu
p laskiego G jest planarny.  Latwo również pokazać, że jeśli G jest spójny, to graf dualny G∗∗

do grafu G∗ jest izomorficzny z G.

Należy również zauważyć, że izomorficzne grafy p laskie moga↪ mieć nieizomorficzne grafy
dualne. Zatem poje↪cie grafu dualnego ma znaczenie jedynie dla grafu p laskiego i nie może
być rozszerzone w ogólności dla grafów planarnych. Z definicji mamy

(8.1) ν(G∗) = φ(G), ε(G∗) = ε(G) ,

oraz

(8.2) dG∗(f∗) = dG(f) dla każdego f ∈ F (G)

Twierdzenie 8.6. Jeżeli G jest grafem p laskim, to∑
f∈F

d(f) = 2ε.

8.3. Wzór Eulera.

Twierdzenie 8.7. Jeżeli G jest spójnym grafem p laskim, to ν − ε + φ = 2 .

Wniosek 8.7.1. Wszystkie grafy p laskie danego spójnego grafu planarnego maja↪ taka↪ sama↪
liczbe↪ ścian.

Wniosek 8.7.2. Jeżeli G jest prostym grafem planarnym o ν , ν ≥ 3, wierzcho lkach, to
ε ≤ 3ν − 6 .

Wniosek 8.7.3. Jeżeli G jest prostym grafem planarnym, to δ ≤ 5 .

Wniosek 8.7.4. K5 nie jest planarny.

Wniosek 8.7.5. K3,3 nie jest planarny.
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8.4. Kolorowanie map i grafów planarnych.

Niech F be↪dzie zbiorem ścian mapy Ĝ. Mówimy, że ściany Ĝ można pokolorować
k kolorami, jeśli istnieje funkcja f : F → {1, 2, . . . , k} przyporza↪dkowuja↪ca każdej ścianie

mapy Ĝ jeden z k kolorów taka, że żadna krawe↪dź mapy nie oddziela dwóch ścian o tych
samych kolorach.

Twierdzenie 8.8. Ściany mapy Ĝ można pokolorować dwoma kolorami wtedy i tylko wtedy,
gdy stopień każdego wierzcho lka G jest parzysty.

Jednym z najbardziej znanych zagadnień teorii grafów jest tak zwana hipoteza czterech
barw (lub hipoteza czterech kolorów), mówia↪ca każda↪ mape↪ można pokolorować czterama
kolorami. Hipoteze↪ te↪ udowodnili w 1977 roku Appel and Haken, pokazuja↪c, że problem ten
można zredukować do skończonej liczby przypadków, które naste↪pnie pokolorowali z pomoca↪
komputera. Ponieważ nietrudno zauważyć, że kolorowanie ścian mapy sprowadza sie↪ do
kolorowania wierzcholków grafu do niej dualnego, wynik Appela i Hakena można sformu lować
naste↪puja↪co.

Twierdzenie 8.9. Jeśli graf G jest planarny, to χ(G) ≤ 4.

Nietrudno zauważyć, że z Wniosku 8.7.3 wynika, że wierzcho lki każdego grafu planarnego
można pokolorować używaja↪c sześciu kolorów. Na wyk ladzie pokażemy natomiast wynik
nieco tylko s labszy od twierdzenia Hakena i Appela.

Twierdzenie 8.10. Jeśli graf G jest planarny, to χ(G) ≤ 5.

Da↪ża↪c do rozstrzygnie↪cia hipotezy czterech barw cze↪sto sprowadzano ja↪ do innych zagadnień
grafowych. Poniższe twierdzenie jest jednym z wielu rezultatów tego typu.

Twierdzenie 8.11. Naste↪pujace stwierdzenia sa↪ równoważne.
(i) Liczba chromatyczna dowolnego grafu planarnego jest nie wie↪ksza niż cztery.

(ii) Ściany każdej mapy można pokolorować czterema kolorami.
(iii) Ściany każdej 3-regularnej mapy można pokolorować czterema kolorami.
(iv) Indeks chromatyczny dowolnej 3-regularnej mapy wynosi trzy.

ZADANIA XII

Zadanie 46. Pokaż, korzystaja↪c z twierdzenia Jordana, że K3,3 nie jest planarny.

Zadanie 47. Trzej sa↪siedzi korzystaja↪ z tych samych ”źróde l” wody, oleju i cukru. Niestety
nie lubia↪ sie↪ nawzajem do tego stopnia, że chca↪ znaleźć niekrzyżuja↪ce sie↪ drogi z każdego
domu do każdego ze źróde l po to, by unikna↪́c spotkań. Czy jest to wykonalne?

Zadanie 48. Znaleźć graf nieplanarny, który nie jest podzia lem żadnego z grafów K5, K3,3.
Dlaczego istnienie takiego grafu nie przeczy twierdzeniu Kuratowskiego ?

Zadanie 49. Pokaż, że jeżeli zarówno G jak i Gc sa↪ grafami planarnymi, to

ν(G) = ν(Gc) ≤ 10 .
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9. ,,RZADKIE” GRAFY O DUŻEJ LICZBIE CHROMATYCZNEJ.

9.1. Grafy Mycielskiego.

Graf Mycielskiego Mn, n ≥ 2, zdefiniowany jest rekurencyjnie w naste↪puja↪cy sposób.
Przyjmujemy M2 = K2 i niech ν(Mn) = mn. Wtedy zbiorem wierzcho lków grafu Mn+1

jest Vn+1 = {v1, . . . , vmn , v
′
1, . . . , v

′
mn

, w}, zbiór {v1, . . . , vmn} rozpina w Mn+1 podgraf H
izomorficzny z Mn, a każdy z wierzcho lków v′i, i = 1, 2, . . . , n, jest przyleg ly do w i wszystkich
sa↪siadów wierzcho lka vi. Zatem, na przyk lad, M3 = C5. Jak mówi poniższe twierdzenie, Mn

jest grafem o dużej liczbie chromatycznej nie zawieraja↪cym trójka↪tów.

Twierdzenie 9.1. Dla każdego n ≥ 2, Mn nie zawiera K3, a χ(Mn) = n.

9.2. Grafy Knesera i Shrijvera.

Niech dane be↪da↪ dwie liczby naturalne k, n (przy czym najbardziej interesować nas be↪dzie
przypadek gdy n jest dużo wie↪ksze niż k) i niech A = {1, 2, . . . , 2n + k}. Grafem Knesera
Kn(n, k) nazywamy graf, którego zbiorem wierzcho lków sa↪ wszystkie n-elementowe podzbiory
zbioru A, a dwa wierzcho lki sa↪ po la↪czone krawe↪dzia↪ gdy odpowiadaja↪ce im podzbiory sa↪
roz la↪czne. Graf Shrijvera Sh(n, k) to podgraf Kn(n, k) indukowany przez wszystkie pod-
zbiory A nie zawieraja↪ce żadnej z par {1, 2}, {2, 3}, . . . , {2n+ k− 1, 2n+ k}, {2n+ k, 1}, tzn.
nie zawieraja↪ce ,,sa↪siednich” elementów zbioru A.

Przyk lad 9.1. Sprawdź, że Kn(2, 1) jest grafem Petersena.

Przyk lad 9.2. Pokaż, że Sh(n, 1) = C2n+1.

Przyk lad 9.3. Pokaż, że χ(Kn(n, k)) ≤ k + 2.

Można pokazać, choć wszystkie znane dowody tego faktu sa↪ dość trudne i wymagaja↪ użycia
metod topologicznych, że liczba chromatyczna grafów Kn(n, k) i Sh(n, k) jest taka jak jej
oszacowanie górne podane w przyk ladzie 9.3.

Twierdzenie 9.2. χ(Sh(n, k)) = χ(Kn(n, k)) = k + 2.

Okazuje sie↪ jednak, że mimo dużej liczby chromatycznej, z dowolnego podgrafu grafu
Shrijvera można otrzymać graf dwudzielny przez wyrzucenie stosunkowo ma lej liczby krawe↪dzi
(lub wierzcho lków).

Twierdzenie 9.3. Niech H be↪dzie dowolnym podgrafem grafu Shrijvera Sh(n, k).
(i) H zawiera dwudzielny podgraf o co najmniej ε(H)

(
1 − 2k

2n+k

)
krawe↪dziach,

(ii) H zawiera indukowany podgraf dwudzielny o co najmniej ν(H)
(
1 − k

2n+k

)
wierzcho lkach.

Przyk lad 9.4. Pokaż, że Kn(n, k) nie zawiera cykli nieparzystych o d lugości mniejszej niż
2⌊n/k⌋ + 1.


